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RESUMEN

En e presente trabajo se realiza en principio una introduccion a las wavelets, luego una
descripcion basica de la potente teoria de la Transformada wavelet o en onditas y su
comparacion con las bases de Fourier. Terminando con una aplicacién al estudio de las sefiales
sismicas obtenidas de sismdgrafos ubicados en la cordillera de los andes.

Ha motivado nuestro estudio la potencialidad de la herramienta matematica para estudio de
sefial es no periddicas como 1o son las sefiales sismicas.

PALABRA CLAVE
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INTRODUCCION

Entre los andlisis de sefia es se encuentran numerosos algoritmos basados en la transformada de
Fourier, sin embargo, si ocurre un fendmeno transitorio, las formas de onda asociadas no son
periddicas, conteniendo oscilaciones de altay de baja frecuencia superpuestas a la frecuencia de
funcionamiento del sistema. En tal situacién, debido aque latransformadade Fourier realizaun
promedio de la contribucion de las frecuencias, se pierde lalocalizacién de la perturbacion en el
tiempo. El andlisis mediante onditas supera esta limitacion realizando un procesado de la sefia
gue proporciona informacion en tiempo y en frecuencia. Por ello, la transformada wavelet es
una potente ayuda para e andlisis, estudio e interpretacion de los distintos fendmenos
transitorios que se pueden presentar en una sefia sismica.

ALGO DE HISTORIA

Las wavelet, ondeletas 0 mas comilnmente |lamadas onditas, han tenido una historia marcada
por descubrimientos independientes, hacemos a continuacion un repaso de algunos cientificos
gue hicieron posible lateoria actual:

En e afio 1807, un matematico francés llamado Jean Baptiste Joseph Fourier, indica que
toda funcion periédica puede ser expresada como una suma infinita de senos y cosenos de
distintas frecuencias. Su articulo fue publicado 15 afios después debido a las dudas sobre la
exactitud de sus argumentos. Actualmente se encuentran presentes en todas las areas de la
ciencia, son ideales para analizar sefiales periddicas, pero no tienen igual eficacia en €l estudio
de fendmenos transitorios o variables en el tiempo, como sefiales sismicas, réfagas de sonido,
etc.


mailto:hdmartin@criba.edu.ar
mailto:hectordmartin@gmail.com

En el afio 1909 & matematico hingaro Alfred Haar propone una base de funciones que se
reconocen actualmente como las primeras onditas. Consisten en un breve impulso positivo
seguido de un breve impulso negativo.

En e afio 1946 € cientifico britdnico-hingaro inventor de la holografia, Dennis Gabor
descompone las sefidles en "paquetes de tiempo-frecuencia' o también conocidas como
"frecuencias de Gabor."

El matemético argentino Alberto Calderén descubre en 1960 una férmula que
posteriormente permite a los mateméticos recuperar una sefid a partir de la expansion de sus
wavelets.

En € afio 1981, Jean Morlet, descubre una manera de descomponer las sefiales sismicas en
los que denomina "wavelets de forma constante”. Pide ayuda al fisico cuantico Alex Grossmann
para demostrar que el método funciona.

En 1984 sale un articulo publicado por Jean Morlet desarrollando su modelo con la ayuda
del fisico cuantico Alex Grossmann, introduciendo por primera vez el término "wavelet" en €l
lenguaj e matematico.

En 1987, Ingrid Daubechies construye las primeras wavelets ortogonales suaves con
soporte compacto. Sus wavelets convierten |la teoria en una herramienta practica que cualquier
cientifico con una formacion matemética minima puede programar y utilizar facilmente. Las
onditas pasan a ser unaimportante herramienta préctica de célculo.

En 1995 Pixar Studios presenta la pelicula Toy Story, la primera pelicula de dibujos
animados realizada completamente por computadora. En la siguiente, Toy Story 2, algunas
formas se redizan mediante superficies de subdivision, una técnica relacionada
mateméticamente con las wavel ets.

En 1999, la Organizacion Internacional de Estandares (International Standards

Organization) aprueba un nuevo estdndar de compresion de imagenes digital denominado
JPEG-2000. El nuevo estandar utiliza wavelets para comprimir archivos de imégenes en una
proporcién de 1:200, sin pérdidas apreciables en la calidad de laimagen.
La teoria de la Transformada Wavelet 0 en onditas presenta una alternativa a clasico Andlisis
de Fourier por ventanas, o localizado. Sus desarrollos, proporcionan poderosas herramientas
analiticas para encarar muy diversos problemas, tanto en e campo de las ciencias aplicadas
como en la matematica pura. Es interesante observar que esta teoria nace de la respuesta
empirica a un problema especifico de la Ingenieria, més precisamente de procesamiento de
sefales.

EL SISTEMA DE HAAR Y SUS ONDITAS

Presentamos primeramente un ejemplo de un sistema ortonormal en [0, 1 conocido como €l
sistema de Haar. Las bases de Haar, ademas de ser las mas simples, como se menciona
previamente, son histéricamente €l primer ejemplo de una base ortonormal de onditas. Alguna
de sus propiedades resultan en claro contraste con las correspondientes propiedades de | as bases
trigonométricas.
Por jemplo:

Las funciones bases de Haar tienen soporte en un pequefio intervalo de [0,1 , mientras que
las bases de Fourier son distintas de cero en todo ese intervalo.

Las funciones bases de Haar son escalonadas con saltos de discontinuidad, en cambio las de
Fourier son C (infinitamente derivables) sobre[0,1 .

Las bases de Haar reemplazan la nocion de frecuencia (representada por el indice n en las
bases de Fourier) por las nocion dual de escalay localizacion (indexadas separadamente por j y
k).



Las bases de Haar proveen una eficiente representacion de funciones que posean suaves o
lentas variaciones en tramos y sectores en los cuales varia puntualmente por picos y
discontinuidades, mientras que las bases de Fourier tienen buena representacion funciones que
presentan muchos términos con comportamiento oscilatorio.

La primera meta es la construccién de las bases de Haar en €l intervalo [0,1 . Previamente se
introduciran algunos conceptos para comprender el andlisis de multirresolucion para la
construccion de | as bases de wavel ets.

Se definen los Intervalos Diadicos para cada par de enteros j, k de la siguiente manera:

I =127k, 277 (k+D)] (1)

La coleccion de todos estos intervalos se conocen como los subintervalos diddicos en los
Reales.

Llamamos Funcidén Diadica Escalonada a la que tiene la propiedad que para algun valor j
entero es constante en todo el intervalo diadico | siendo k también entero.

A partir de esto se construyen entonces | as funciones wavel ets de Haar:

Dadalafuncion p(x) definidaen el intervalo diadico [0, 1] de la siguiente manera:

+1 si 0<x<1/2
X) = 2
Px) {—1 si 1/2<x<1 @
Tener en cuenta que fueradel intervalo [0, 1] lafuncion p(x) es nula
Definimos ahora:
P« (X)=2"p(2' ~k) 3

En donde 2! produce la dilatacion y k latraslacion.

LOS PROGRESOS EN LA MEDICION DE SENALES

Muchos de los fendbmenos fisicos y socioeconémicos que nos rodean, han sido desde hace
tiempo objeto de estudio y andlisis, por ejemplo los sonidos, las sefiales eléctricas, los datos
financieros, las variaciones mecanicas, etc. En un principio se trataba de obtener una
representacion de los mismos que relacionara su valor con € instante en que tenia lugar, es
decir, en el dominio tiempo-amplitud.

Matematicamente el proceso del andlisis de Fourier esta representada por la Transformada de
Fourier que resulta de la suma en €l tiempo de la sefial f(t) multiplicada por una exponencial
compleja.

F(w)= [ ft)edt @)
El resultado de la transformada son los coeficientes de Fourier F( ) los cuales, cuando son
multiplicados por senos de frecuencia , constituyen las componentes sinusoidales de la sefia

original. Es decir, que se tiene una representacién frecuencia- amplitud de la sefial.
Gréficamente, el proceso de Fourier luce como se muestraen laFigura 1.
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Figura 1: Sefia origina y su descomposicion realizada por el proceso de Fourier.



Luego, a partir de la sefia descompuesta, se puede volver a reconstruir la sefia original
utilizando la transformacién inversa:

f(t):TF(a))ej“"da) 5)

La Transformada de Gabor realiza un andlisis de la sefial tal que es capaz de representar en
cada instante de tiempo, las componentes de frecuencia de la sefial; se trata de un dominio
tiempo-frecuencia.

Gabor analizala sefial seleccionando interval os temporales, como se muestra en la Figura 2.
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Figura 2: Ventana de Gabor
Latransformada de Gabor se expresa mateméticamente:
o0
G(w,7)= [ f(H)g(t-7) e dt (6)

Con ella es posible locdizar la respuesta de frecuencia en € tiempo, pero existe una
incertidumbre en la localizacion. Esto es debido a que la resolucién depende del tamafio de la
ventana escogida para €l andlisis. Los intervalos mayores permiten una buena resolucion en
frecuencia, y ventanas estrechas una correcta localizacién temporal. Se ha de establecer un
compromiso entre la incertidumbre temporal o la de frecuencia, que dependera de cada tipo de
aplicacion.

La Transformada Wavelet nos permiten redizar andlisis en e dominio tiempo- escala. De
forma similar a como en el andlisis de Fourier se representa una sefial mediante la suma de
sinusoides de distintas amplitudes y frecuencias mdltiplos de la fundamental; en el andlisis de
onditas, se representa una sefial en funcién de una sefial patron o base, que es trasladada y
cambia su escala. Mediante este método se compara una onda con una sefial patron (X) , que

se origina mediante la dilatacion de formaiterativa de una funcién de escalonamiento ¢(x) . La

formafinal de lasefia patron obtenida, depende del nimero de coeficientes que se han utilizado
paralageneracion de lafuncién de escalonamiento. A menor nimero de coeficientes, la sefial es
més escarpada, y a mayor nimero es més suavizada.

LAS ONDITAS O WAVELETS

Se trata de una forma de onda de duracion limitada que tiene valor promedio cero. Si
comparamos las wavelets con las funciones seno que forman la base del andlisis de Fourier,
observamos que las sinusoides no tienen duracion limitada, se extienden de menos infinito a
més infinito. Las sinusoides son suaves 'y predecibles, por € contrario, las onditas tienden a ser
irregulares y asimétricas.

El andlisis de Fourier consiste en dividir una sefial en ondas seno de diferentes frecuencias.
Similarmente, el andlisis de wavelet reaizala division de la sefial en dilatacionesy traslaciones
delaonditaoriginal o wavelet madre.



Comparando las onditas y la funcidn seno, se puede ver intuitivamente que las sefiales con
cambios abruptos deberan ser analizadas con onditas irregulares y no con suaves sinusoides, de
la misma forma que algunos alimentos son mejor manipulados con tenedor que con una
cuchara. Esto es en el sentido de que las caracteristicas locales pueden ser mejor descriptas con
onditas que tiene extensién localizada.

En laFigura 3 se muestran los gréficos de a gunas onditas conocidas

Daubechies con 2 coef, Daubechie_s:lgonﬂr coef. Daubechie_s:__con 10 coef

Fauss con 4 coef . Meyef Idorlet

Figura 3: Gréficos de algunas de las onditas més utilizadas.
La eleccion de una u otra, es funcidn de la aplicacion. Una vez escogida, mediante traslaciones
y cambios de escala, selacompara con la sefial aandizar.
Algunas de las condiciones elemental es que una onda debe cumplir para ser una wavel et
son las siguientes. ser oscilatoria, tener un valor medio nulo y caer répidamente a cero,
esto significa que no es nula en un corto periodo de lafuncion.

LA TRANSFORMADA CONTINUA DE WAVELETS

Similarmente a lo que expresa Fourier, la Transformada Continua de Wavelets (CWT) esta
definida como la suma en e tiempo de la sefia multiplicada por lafuncion wavelet  trasdadada
y dilatada:

c(escala, posicion) = J f (t) W (escala, posicion,t) dt (7)
El resultado de la CWT son los coeficientes ¢, los cuales son funcién de la escalay la posicion.

Multiplicando cada coeficiente por una apropiada ondita, cambiada de escala y posicionada,
producen las onditas de la sefial original, como se muestra en la Figura 4.



Cotrbinacidn de onditas

Sefial Original con escalas ¥ posiciones diferentes

Figura 4: Sefial origina y la combinacién de onditas.

Cambio de Escala

Cambio de escala en una ondita significa estirarla o comprimirla. Para ir mas al&a de una
descripcion coloquial, tal como € estiramiento, introducimos el factor de escala, a menudo
denotado por la letra a. El efecto de la escala, por giemplo en una sinusoide es fécil de ver, ya
gque aumenta la frecuencia o disminuye e periodo: sen(t/a). El factor de escala produce
exactamente o mismo con las wavelets. Es claro que para la sinusoide sen( t) el factor de

escalaa eslainversade

Traslaciones (shifting)
Las traslaciones en las onditas significan atrasos o adelantos, matemaéticamente en una funcion
f(t), esto se representa por f(t-k) y 1o podemos ver en laFigura 5.
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Figura 5: Funcion onditay funcion ondita trasladada.

LA TRANSFORMADA DISCRETA DE ONDITAS

Realizando las operaciones de cambio de escala y traslacion sucesivamente, se obtienen los
coeficientes de latransformada wavelet discreta (DWT). Mateméticamente se define:

Wab)=— [ 10 v ®

A partir de estos valores, se realiza la descomposicién de la sefial original en distintos niveles.
Los niveles estdn asociados a su vez con distintas frecuencias, correspondiendo niveles més
atos a frecuencias mayores.

Calcular todos los coeficientes de wavelets en todas las escalas posibles resulta claramente muy
trabgjoso y genera un tremendo lote de datos. ¢Que ocurre si sblo elegimos un conjunto de
escalasy posiciones en los cuales realizar los calculos?

En torno a esto es que se eligen escalas y posiciones basadas en potencias de dos, llamadas
escalas y posiciones diadicas. Luego nuestro andlisis serd mucho més eficiente y exacto.
Obtenemos dicho andlisis de la Transformada Discreta de Wavelets (DWT).



Un camino eficiente paraimplementar este esquema utilizando filtros, fue desarrollado en 1988
por Mallat [Mal98] Mallat, S. (1998), A wavelet tour of signal processing, Academic Press. El
algoritmo de Mallat en efecto fue un clasico algoritmo, conocido en la comunidad de expertos
en procesamiento de sefiales como “two-channel subband coder”. Este préactico algoritmo de
filtrado produce una rpida transformada de onditas, una caja en la cual la sefiad pasay de la
cual emergen rapidamente los coeficientes de wavel ets.

En e andlisis de sefiales, no sblo existe la etapa de descomposicion, sino que para que €l
proceso sea efectivo, es necesario poder realizar la reconstruccion de la sefial. En el proceso de
reconstruccion, la parte del filtrado también presenta alguna discusion porque es crucia la
eleccion dd filtro para conseguir la perfecta reconstruccién de la sefia original.

ANALISIS DE SENALES SISMICAS.

En el presente trabgjo se muestra la aplicacion de esta potente herramienta matemética en el
andlisis de las sefidles obtenidas de un sismo ocurrido en proximidades de la ciudad de
Mendoza.

Los datos analizados se obtienen del Servicio de Informacion Sismica (SIS) de la Facultad
Regional Mendoza de la Universidad Tecnolégica Nacional. Se procesan los Ultimos datos
publicados a la fecha en la pagina web de la FRM, que corresponden a sismo registrado el dia
15 de septiembre de 2007, alas 16:17:03 (hora Oficial Argentina), con zona Epicentral ubicada
a10 km a Oeste de la Ciudad de Mendoza.

Se utiliza, pararedizar los andlisis de |l as sefiales sismica, el Software Matlab que dispone de un
paguete de herramientas suficientemente amplio con un abanico muy completo de funciones
wavelet. El empleo de una u otra depende del detalle con que se quiera analizar la sefial .

En & presente trabgjo se analizan los tres canales de la sefial sismica utilizando las onditas
Daubechies de cuarto orden. En la Figura 6 se muestrala funcion de escalay la Wavelet madre
correspondiente. Esta ondita posee las siguientes caracteristicas. soporte compacto, es ortogonal
y biortogonal, se la ha trabajado en forma continua pero es posible utilizarla en Transformada
Discreta.

Sealing function phi \avelet function psi

Figura 6: Funcion escalay wavel et madre Daubechies de cuarto orden.

L os coeficientes obtenidos de los andlisis de los tres canales se muestran en las Figuras 7, 8 y 9,
gue corresponden a las direcciones Este-Oeste, Vertical y Norte-Sur respectivamente.
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Figura 7: Sefial obtenida del canal 1, direccidn Este Oestey los coeficientes del andlisisdela
Transformada Continua con Onditas Daubechies de cuarto orden.
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Figura 8: Sefial obtenida del canal 2, direccion Vertica y los coeficientes del andlisisde la
Transformada Continua con Onditas Daubechies de cuarto orden.
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Figura 9: Sefial obtenida del canal 3, direccion Norte-Sur y los coeficientes del andlisis dela
Transformada Continua con Onditas Daubechies de cuarto orden.

Los coeficientes se presentan en la grafica através de una serie de colores, que indican su valor
absoluto. Este Ultimo depende del grado de relacidn existente, entre la sefia original y la ondita
trasladada y dilatada.

En el grafico delaFigura 10 se presenta un segmento de |la sefial derivada del canal 1, en el cual
ampliamos la zona donde se presentan las principales aceleraciones, asi podemos ver en detale
la distribucion de los valores absol utos de |os coeficientes C.

Anahyzed Signal (length = 11000}
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Figura 10: Sefia obtenidadel canal 1, direccién Este Oeste 'y los coeficientes del andlisisdela
Transformada Continua con Onditas Daubechies de cuarto orden.

Con el objetivo de obtener nuevos resultados analizamos las sefidles de los tres canales
utilizando laonditaMorlet la cual presentalaformaindicadaen laFigura3.



L os coeficientes obtenidos del estudio de los tres canales se muestran en las Figuras 11, 12 y 13,
gue corresponden a las direcciones Este-Oeste, Vertical y Norte-Sur respectivamente.

Analyzed Signal (length = 11000}

1000 2000 3000 4000 5000 5000 7000 8000 9000 10000 11000
Ca,b Coefficients - Coloration mode : init + by scale + abs

]
Scale of colors from MIH to MAX

Figura 11: Sefia obtenidadel canal 1, direccién Este Oestey los coeficientes del andlisisdela
Transformada Continua con Onditas Morlet.

1000 2000 3000 4000 5000 5000 T0o0 f000 9000 10000 11000
Ca,b Coefficients - Coloration mode : init + by scale + abs

Analyzed Signal (length = 11000)

Scale of colors from MIH to MAX

Figura 12: Sefia obtenidadel canal 2, direccién Vertical y los coeficientes del andlisisdela
Transformada Continua con Onditas Morlet.
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Analyzed Signal (length = 11000}
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Figura 13: Sefial obtenida del canal 3, direccion Norte-Sur y los coeficientes del andlisisde la
Transformada Continua con Onditas Morlet.

En los gréficos mostrados anteriormente, se tomé en el gje vertical valores hasta 64, veamos que
pasa s esto o aumentamos hasta 4000, haciéndolo en pasos de 20 en 20. Quedan las Figuras 14,
15y 16 correspondientes siempre ala misma sefial con ondita Daubechies de cuarto orden

Analyzed Signal (length = 11000}
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b Coefficients - Coloration mode : + by scale + abs
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Figura 14: Sefial obtenida del canal 1, direccion E-O y los coeficientes de la Transformada
Continua con Onditas Daubechies de 4to orden con escala en gje vertical hasta 4000.

11



Analyzed Signal (langth = 11000)
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Figura 15: Sefial obtenidadel canal 2, direccion Vertica y los coeficientes de la Transformada
Continua con Onditas Daubechies de 4to orden con escala en gje vertical hasta 4000.

Analyzed Signal (length = 11000}
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Ca,b Coefficients - Coloration mode : init + by scale + abs
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Figura 16: Sefial obtenidadel canal 1, direccion N-Sy los coeficientes de la Transformada
Continua con Onditas Daubechies de 4to orden con escala en gje vertical hasta 4000.

CONCLUSIONES

En este trabajo se presentd unaintroduccion al estudio de las wavelet através de su historiay se
discutieron sus ventajas sobre la Transformada de Fourier para sefial es no periddicas.

Se redlizaron los andlisis de la sefial sismica obtenida de un sismégrafo ubicado en la Ciudad de
Mendoza, si bien el caso presentado es relativamente simple, queda en evidencia €l potencia de
esta herramienta para este tipo de sefiales.
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Consideramos que es motivo de un estudio mas amplio mejorar las interpretaciones de las
sefiales analizadas e investigar las ventajas que pueden presentar otro tipo de Ondita Madre. Es
nuestro compromiso continuar analizando las sefidles detectadas por los sismégrafos de la
cordillera andina.

La Transformada Continua de Onditas (CWT) nos da una informacién més precisa que la
informacion "estética' que proporcionan los algoritmos de la Transformada Répida de Fourier.
(FFT).

Sabemos que no todo se puede hacer con wavelets, pero que si suponen una herramienta muy
potente para € calculo y andisis de sefides, y no dudamos en calificar como verdadera
revolucion en el campo de la matematica.
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